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Сложность измерительной аппаратуры резко возрастает с повышением 
точности производимых измерений. Поэтому наряду с совершенствовани­
ем технической базы средств измерений значительный интерес представ­
ляют расчетные методы уточнения результатов измерений, реализация ко­
торых возможна в информационно-вычислительных комплексах диспет­
черских пунктов систем электро-, тепло- и газоснабжения промышленных 
и иных потребителей. Основой для такого подхода является информацион­
ная избыточность, обеспечиваемая результатами непосредственных изме­
рений и учетом уравнений функциональных связей между контролируе­
мыми переменными.
Оптимальная коррекция показаний измерительных приборов путем вы­
числений эквивалентна замене установленной измерительной аппаратуры 
на более точную. Эта задача решается методами статистического оценива­
ния, применяемыми в самых разных областях техники, в том числе в рас­
четах режимов систем энерго- и газоснабжения. Процедура оценивания 
позволяет получать эффективные и оптимальные оценки измеряемых пе­
ременных, дисперсии которых меньше априорных дисперсий погрешно­
стей результатов измерений.
Однако практическая ценность указанных методов снижается из-за не­
соответствия теоретической модели реальным условиям эксплуатации из­
мерительной аппаратуры. В связи с этим актуальны задачи определения 
максимально допустимых границ отклонений от теоретической модели 
оценивания, гарантирующих эффективность и точность оценок, и разра­
ботки адаптивных методов оценивания, в которых осуществляемая опера­
тивная автоподстройка параметров модели на основе накапливаемой в 
процессе работы информации о результатах измерений и оценках [1-3].
Один из основных постулатов статистического оценивания предполага­
ет отсутствие систематических погрешностей измерений. В [4] был прове­
ден анализ их влияния на точность оценивания и предложен способ опре­
деления допустимых граничных условий применимости оценивания мето­
дом наименьших взвешенных квадратов для случая гауссовского рас­
пределения случайных погрешностей измерений. Способ основан на кон­
троле остатков оценивания переменных и позволяет блокировать работу 
алгоритма оценивания при больших погрешностях, когда точность оценок 
ниже точности измерений.
Дальнейшие исследования [5] были связаны с определением интервала 
осреднения, на котором следует рассчитывать математические ожидания 
остатков оценивания -  для нелинейных уравнений связи и математические 
ожидания невязок уравнений -  для линейных уравнений. Оптимальный
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интервал осреднения определялся по критерию минимума погрешности 
расчета математического ожидания, обусловленной ограниченностью чис­
ла измерений на интервале осреднения, и погрешности из-за запаздывания 
получения информации об измерении математического ожидания.
Для получения оптимальных оценок в случае обнаружения больших 
систематических погрешностей измерений необходима локализация по­
следних с последующей коррекцией недостоверных результатов измере­
ний. Систему уравнений связи представим в виде [6, 7]
y,{xv ) =  0 , 1, 2, ..., г. ( 1)
где ” известная (в общем случае нелинейная) функция не­
известных переменных Xj, ^2,..., к -  число переменных; г -  то же урав­
нений связи (как зависимых, так и независимых).
После линеаризации система (1) принимает вид
+ /^2-^2 + ••• -С), 7 = 1, 2, ..., г.i 1-^ \jk-^ k (2)
где Qj2 , -  коэффициенты, имеющие для физически однородных
переменных значения а - = ± 1, а при отсутствии /-й переменной в j -м урав­
нении Uj- = 0.
Условие появления недопустимо больших систематических погрешно­
стей как минимум одного из возможных неравенств
И 5;>Л ^лоп(8Д  7 = 1,2,..., Г, (3)
где Щ )  - математическое ожидание невязки j-ro уравнения связи, опре­
деляемое на оптимальном интервале осреднения подстановкой в систему 
(2) результатов измерений переменных 3ćj, I 2, ..., \ Мд^„(бу) -  допустимое
значение математического ожидания, гарантирующее оптимальность оце­
нок и определяемое по формуле
(4)
где а, -  среднеквадратичная случайная погрешность измерений /-й пере­
менной, соответствующая расчетной точности измерительного прибора; 
р -  квантиль, характеризующий уровень значимости учитываемой вероят­
ности распределения случайной погрешности невязки уравнения связи.
В [7] было предложено локализовывать недопустимо большие, соглас­
но условию (3), систематические погрешности измерений исходя из пред­
положения, что наиболее вероятной причиной их появления является сис­
тематическая погрешность одного, реже -  двух и т. д. переменных. Уча-
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стие в формировании систематической погрешности невязки уравнения 
связи измерений всех переменных полагалось маловероятным и практиче­
ски не рассматривалось. В такой постановке решение задачи сводилось к 
ранжированию подозреваемых источников больших систематических по­
грешностей по мере убывания вероятности их появления.
Однако для большей точности статистического оценивания целесооб­
разно расширить рамки локализации и производить коррекцию результа­
тов измерений и в том случае, когда в соответствии с условием (3) отсутст­
вуют недопустимо большие систематические погрешности невязок всех 
уравнений связи. В такой постановке более обоснованным выглядит пред­
положение о практической равновероятности участия всех измеряемых 
переменных в формировании систематических погрешностей. Тогда можно 
записать равенство
(5)
і=\
где М(лс-) -  математическое ожидание результатов измерений /-й перемен­
ной, определяемое на интервале осреднения Г,
(6)
тп =------ число циклов измерении на интервале осреднения Т с временной
Аг
дискретизацией Дл
Если систематические погрешности измерений рассматривать как 
случайные величины, подчиняющиеся гауссовскому закону распределения, 
локализация может производиться методом наименьших квадратов по кри­
терию
і = \ М /-1
=  ПИП, (7)
где М{х-) -  оптимальная оценка математического ожидания /-й перемен­
ной; Xj -  неопределенный множитель Лагранжа; г* -  число независимых 
уравнений связи.
Разности оценок математических ожиданий переменных, удовлетво­
ряющих критерию (7), и математических ожиданий результатов изме­
рений, рассчитанных по формуле (6) на фиксированном интервале осред­
нения Г, принимаются за систематические погрешности измерений 
переменных
= М{х-)-М{х-1 i = 1, 2, к. (8)
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Таким образом, при дальнейшем оценивании переменных в каждый 
момент времени следует рассматривать скорректированные с учетом сис­
тематических погрешностей результаты их измерений
(9)
В качестве иллюстративного примера рассмотрим фрагмент схемы 
электроснабжения (рис. 1), в котором потоки активной мощности измеря­
ются ваттметрами одного класса точности = 0,02 о. е. с диапазонами 
шкал: Aj = 100 МВт; А2 = A3 = 50 МВт; = 25 МВт.
Рис. 1. Схема участка электроснабжения потребителя
Среднеквадратичные случайные погрешности, соответствующие гаус­
совскому закону распределения и паспортным данным приборов, опреде­
ленные по известной формуле [6]:
1 ,о ,.= -а ,Д , ( 10)
следующие: Gj =0,667 МВт; 02 = 0з =0,333 МВт; =0,167 МВт.
Зафиксированные показания приборов на заданном интервале осредне­
ния приведены в табл. 1.
Таблица 1
Моменты времени
Результаты измерений
Pj , МВт P2 , МВт ą , M B T ^ ,М В т
85,2 46,1 47,2 22,7 23,8
2^ 89,6 47,2 40,3 21,5 23,5
3^ 94,6 45,6 38,6 17,6 22,2
и 81,2 41,6 38,4 16,4 24,1
h 95,5 44,9 43,2 22,3 22,1
h 96,4 42,6 39,1 22,4 19,4
h 80,5 47,5 40,8 23 21,2
h 86,2 Al 42,3 21,2 21,6
h 90,6 44,9 42,1 20,5 24
ho 93,2 44,6 48 18,4 23,1
m {p,) , МВт 89,3 45,2 42,0 20,6 22,5
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Составляем уравнения связи:
М  (5 , )  =  а, | М  ( f ; ) + а ,2 М  ( Р 2 ) + « 13^^ (^0 + « 14^  (а  ) + « 15^  (^5);
М  (62) = а 2 , М ( ^ )  +  « 2 2 ^  ( ą ) +  ( Ą ) +  a^4M  ) +  a , , M  ( Ą ) ;  ( 1 1 )
M  (63) = аз , M  ( ^ )  +  аззМ ( Ę  )+а^^М  ( Ą  ) +  ( Ц ),
Математические ожидания невязок уравнений:
М (6,) = 1 • 89,3 + (-!)• 45,2 + (-!)• 42,0 + О • 20,6 + О • 22,5 = 2,1 МВт;
М(52) = 0-89,3 + 0-45,2 + 1-42,0 + ( - і )-20,6 + ( - і)-22,5 = -1,1 МВт; (12) 
М (5з) = 1 • 89,3 + (-1) • 45,2 + О • 42,0 + (-!)• 20,6 + (-!)• 22,5 = 1,0 МВт.
Далее определяем допустимые невязки уравнений связи:
Мдоп(5,) = pV ofa^, + + о^а,'з + dia l + о 2^ 2 _  Cl]C5*^15
= з7 о,667  ^• І^  +0,333^ ■ ( - i f  +0,333-(-l)^ +0,167^-0^ +0,16 f  ■ 0^  = 2,449 МВт;
+<^ 4Й24 +<^54 (13)
= 3^0,667^ -О^  +0,333^ О^  +0,333-1^ +0,167^ ( - i f  +0,167^ • ( - i f  = 1,225 МВт;
Чоп(5з) = Р>/< ?^4 +<^к?з +0^аз\+(^аз5 =
= Зд/0,667^  • 1^  +0,333? • ( - i f  +0,333-О^ +0,167  ^• ( - i f  +0,16 f  ■ ( - 1)^  = 2,449 МВт.
Согласно условию (3), в результатах измерений отсутствуют недопус­
тимо большие систематические погрешности.
Определяем оптимальные оценки математических ожиданий по крите­
рию (7)
Ф = [M{ą) -  89,з] %  [м (?2) -  45,2] Ч [м(Рз) - 42,о]^  + [м{Р^) -  20,б] Ч
+ [м(Рз )-22,5^ + ХХМ{Р,)-М{Р,)-М{Р^)+ 
+ Х^(м{Р,)-М{Р4)-М{Р,))=хтп.
(14)
Возьмем частные производные функции Ф по переменным 
М{Р^, М{Р^), М{Р^), М{Р^), A.J, А,2, приравняем их к нулю и получим 
следующую систему уравнений:
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2 -[м(/’ )-89,з]+?іі -0 ;
2- M (ą )-4 5 ,2
2- М (?з)-42,0
2- М(Р4)-20,6 
2-[м(Рз)-22,5 
М{Р^)-М{Р,)-М{Р^) = 0\ 
М{Р^)~ МІР^)-м{р^) = о.
= 0 ;
-?^2 = 0; 
-? і2 =о;
(15)
Решая систему (15), получим значения оптимальных оценок и по фор­
муле (8) определим систематические погрешности измерений (табл. 2).
Таблица 2
М МВт 89,3 45,2 42,0 20,6 22,5
М{Р-), МВт 88,65 45,85 42,80 20,45 22,35
, МВт -0,65 0,65 0,8 -0,15 -0,15
В случае, если систематические погрешности невязок уравнений связи 
подчиняются равномерному закону распределения, имеет место множество 
равноценных вариантов локализации. В связи с этим возникает необходи­
мость анализа фактически имеющих место законов распределения систе­
матических погрешностей. Определить их непосредственно -  затрудни­
тельно. Однако для взаимосвязанных переменных существует возможность 
косвенно оценить распределение систематических погрешностей измере­
ний на основе анализа математических ожиданий невязок уравнений связи, 
используя свойство их пределов при отсутствии систематических ошибок:
lim л /(6^ = 0, ; = 1, 2, г. (16)
Альтернативой или дополнением к изложенным выше способам лока­
лизации систематических погрешностей переменных может быть исполь­
зование прогнозируемых трендов этих погрешностей. Например, для ин­
дукционных электрических счетчиков характерен постепенный переход 
систематических погрешностей из положительной зоны в отрицательную. 
В случае линейных монотонно убывающих трендов систематические по­
грешности измерений можно записать в виде
= -г,о), i = l , 2 , . . . , k . (17)
где а-, Ь- -  параметры тренда; t-Q -  момент времени установки или поверки 
/-ГО счетчика.
Дальнейшие исследования в этой области могут быть связаны с анали­
зом возможного влияния сезонных и климатических факторов, а также
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уровня измеряемых величин на параметры трендов систематических по­
грешностей.
В Ы В О Д
Разработаны методы локализации и учета систематических погрешно­
стей измерений при проведении статистического оценивания измеряемых 
переменных в системах электро-, тепло- и газоснабжения, гарантирующие 
получение эффективных и точных оценок переменных.
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РЕШЕНИЕ ЖЕСТКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
МЕТОДОМ РУНГЕ-КУТТА 4-го ПОРЯДКА 
В ЭЛЕКТРОТЕХНИЧЕСКИХ ЗАДАЧАХ
Канд. техн. наук, доц. НОВАШ И. В.
Белорусский национальный технический университет
Задачи расчета электромагнитных переходных процессов в электро­
энергетических объектах, электротехнических устройствах с сосредото­
ченными параметрами сводятся к системам обыкновенных дифференци­
альных уравнений (ДУ), не приводимых к нормальной форме Коши:
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